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GRUP A  CURS 2012-13 
PROBLEMES D’ÒPTICA I 
Butlletí 1 
P1.1. Un raig de llum monocromàtica penetra en una esfera homogènia d’índex n submergida en aire, 
amb angle d’incidència i, i pateix p reflexions parcials en el seu interior abans d’eixir-ne. 
a) Calculeu la desviació del raig emergent en relació amb el raig incident. 
b) Per a quin angle d’incidència, im, aquesta desviació passa per un extrem relatiu? 
c) Calculeu im i la desviació corresponent per a 34n  i 1p  i 2 . Aquest resultat és la base per a la 
justificació geomètrica de la formació de l’arc iris. 
P1.2. Considereu un espill de cara posterior, és a dir, una superfície reflectora sobre la qual es diposita 
una làmina transparent de cares planes i paral·leles. Si la grossària de la làmina és t i el material 
transparent té un índex de refracció n, determineu el desplaçament axial patit per la imatge a causa de la 
presència d'aquesta làmina. 
P1.3. Demostreu que per a un medi estratificat pla en què  ynn  , les trajectòries dels raigs 
lluminosos satisfan l’equació diferencial   dydnCdxyd 21222 2  , on C és la constant de la relació de 
Bouguer (  sinnC ). És possible que un raig descriga una trajectòria rectilínia en un medi com 
aquest? 
P1.4. Considereu un medi estratificat de grossària 2h (regió II), caracteritzat per un índex de refracció 
donat per 
    2202 1 Lynhyn   
i rodejat per dos medis homogenis (regions I i III) d’índex  hnnn  31 . En l’origen de coordenades 
se situa una font puntual que emet raigs en tots els angles i possibles cap a l’exterior del medi. 
a) Calculeu la trajectòria dels raigs. 
b) Quina condició ha de complir la coordenada azimutal i perquè un raig es mantinga confinat en la 
regió II? 
c) Determineu la zona a través de la qual els raigs procedents de la font travessen la superfície de 
separació entre les regions I i II. 
d) Particularitzeu el resultat de l’apartat a per al cas que l’angle i siga petit (aproximació paraxial). 
P1.5. Considereu un medi isòtrop caracteritzat per un índex de refracció amb simetria radial de la 
forma     20 1 arnrn  . Aquest instrument òptic es denomina ull de peix de Maxwell. Determineu 
la trajectòria dels raigs que es propaguen en aquest medi i demostreu que formen circumferències 
coplanàries amb l’origen de coordenades r = 0. 
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P1.6. Considereu un medi isòtrop caracteritzat òpticament per un índex de la forma 
   Lynyn 210  . Determineu el temps que empra un raig lluminós a anar de A(0, 0) a  
C(L, 2L) en els següents casos: 
a) Si va primer de A a B(L, L) i després de B a C, ambdós recorreguts en línia recta. 
b) Si va de A a C en línia recta. 
c) Si realitza el recorregut al llarg de la corba continguda en el pla z = 0 (per a 40  ), 
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P1.7. Determineu l’equació de la superfície reflectora que focalitza estigmàticament un feix de raigs 
paral·lels en un punt situat a una distància d del vèrtex de la superfície. Resoleu el problema aplicant: 
a) la llei de la reflexió, 
b) la condició d’estigmatisme (constància del camí òptic recorregut). 
P1.8. Determineu analíticament i gràficament la posició i naturalesa de les imatges proporcionades per 
una lent prima submergida en aire, tant per a objectes reals com virtuals. Considereu tant el cas d’una 
lent convergent com el d’una lent divergent. 
P1.9. Donada una lent prima de radis de curvatura r1 i r2 i índex n, determineu la potència ’ d’aquesta 
quan es troba submergida entre dues substàncies d’índex n1 i n2. Considereu ara una lent prima 
convergent, situada en aire, que té una distància focal de 20 cm i índex n = 3/2. Quina és la seua 
distància focal quan se submergeix en aigua, l’índex de refracció de la qual és 4/3? I quan se submergeix 
en bisulfur de carboni (amb índex de refracció 8/5). Analitzeu també el cas en què se submergisca en un 
medi d’índex de refracció 1.5. 
P1.10. Calculeu la distància HH' entre els plans principals d’una lent esfèrica en aire. A continuació, 
determineu les condicions que la lent ha de complir per què: 
a) HH' = e, on e és la grossària de la lent. 
b) HH' = 0. 
En ambdós casos, determineu la potència de la lent resultant i feu un esquema del sistema on assenyaleu 
la situació dels plans principals. 
P1.11. Trobeu l’expressió del camp associat a una ona cilíndrica i a una ona esfèrica com a solucions de 
l’equació d’ones.   
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PROBLEMES D’OPTICA I 
Butlletí 2 
P2.1. Calculeu la matriu de Jones associada a una làmina retardadora, amb les seues línies neutres 
centrades, que introdueix un desfasament  en la component Y. Resoleu el mateix cas quan es gira 
l’element anterior un angle . 
Se situa la làmina retardadora anterior entre dos polaritzadors lineals encreuats, de manera que les línies 
neutres de la làmina formen un angle  amb els eixos de transmissió d’ambdós polaritzadors. Calculeu la 
intensitat emergent del dispositiu si s’il·lumina normalment amb un feix paral·lel de llum natural 
d’intensitat I0. ¿Sota quines condicions la intensitat anterior és màxima? 
P2.2. Es disposa d’un sistema format per l’acoblament de dues làmines de mitja ona amb els seus eixos 
lents formant entre si un angle . 
a) Calculeu la matriu de Jones que caracteritza aquest dispositiu. 
b) Se situa ara el dispositiu anterior entre dos polaritzadors lineals amb el seus eixos de transmissió 
perpendiculars entre si. Calculeu la intensitat emergent d’aquest dispositiu quan s’il·lumina normalment 
amb un feix col·limat de llum natural d’intensitat I0. 
P2.3. Siga un dispositiu òptic que es pretén caracteritzar. La seua acció sobre qualsevol llum 
linealment polaritzada és únicament girar el seu pla de polarització un angle , sense cap altre canvi en el 
seu estat de polarització o en la seua intensitat. Aquest fenomen es denomina activitat òptica o poder 
rotatori. A partir d’aquest fet, 
a) Calculeu la matriu de Jones del dispositiu. 
b) Obteniu els valors i vectors propis d’esta matriu, i interpreteu-los en funció de llums polaritzades 
elementals. 
P2.4. Hi ha substàncies que absorbeixen de forma diferent la llum polaritzada circularment dextrogira, 
R, o levogira, L, (dicroisme circular). Calculeu la matriu de Jones associada a una substància d’este 
tipus, la transmitància en amplitud del qual és pR i pL, per a llum R i L, respectivament. 
P2.5. Considereu una ona linealment polaritzada en una atmosfera d’electrons la densitat de la qual és 
10
12
 electrons/m
3
. En la direcció de propagació s’aplica un camp magnètic d’intensitat Bo = 0.5 10
-4
 
weber/m
2
. Obteniu una expressió que represente el canvi d’estat de polarització per longitud d’ona en la 
direcció de propagació. 
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PROBLEMES D’OPTICA I 
Butlletí 3 
P3.1. Demostreu que existeix una relació no local entre el vector desplaçament D

 i el camp elèctric E

,  
       


 dtEGtEtD

00  ,  
on  
     




 diG exp
2
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és la transformada de Fourier de la susceptibilitat elèctrica  característica del medi. A més, el principi 
de causalitat requereix que  tD

 en un determinat instant t depenga del camp  tE

 en temps anteriors, i 
per tant   0tG  si t < 0. Demostreu açò utilitzant el model de Lorentz per a , on cal suposar que 
<0. A més, comproveu que el model de Lorentz té associada la funció       0
2
0 expsin  ptttG  
per a valors positius de t, on 2200  . 
P3.2. Considereu el model d’un àtom en el qual l’electró es troba lligat per mitjà d’un potencial 
d’oscil·lador harmònic de tipus anisòtrop, i que té associades freqüències pròpies d’oscil·lació , x, y i 
z diferents en las direccions X, Y i Z, respectivament. Suposeu ara que una ona electromagnètica plana 
de freqüència  es propaga en el si d’un material format per aquest tipus d’àtoms. Amb les hipòtesis de 
la teoria clàssica de l’índex de refracció, 
a) Demostreu que el vector desplaçament elèctric PED

 0  es pot escriure com  ED

 0 , on 
   és una matriu diagonal 3x3. A més, obteniu una expressió dels elements d’esta. 
b) Considereu ara que l’ona incident es propaga en direcció de l’eix Z. Demostreu que els electrons de 
cada àtom no vibren en la direcció del camp incident i que el pla de vibració de la polarització elèctrica 
P

forma un angle  amb l’eix X que compleix: 
E
y
x 


 tantan
22
22
 , 
on E és l’angle que forma el camp elèctric amb l’eix X.  
P3.3. Considereu un medi dielèctric, homogeni i isòtrop, sotmés a l’acció d’un camp magnètic B

 
uniforme i estacionari en la direcció de l’eix Z, i en el qual es propaga una ona monocromàtica de 
freqüència . Fent ús del model de Lorentz de l’oscil·lador electrònic de freqüència pròpia o i 
negligint, per simplificar, el terme d’amortiment, 
a) Trobeu l’equació de moviment de l’electró. 
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b) Suposant que els electrons del medi oscil·len a la mateixa freqüència que el camp E

 de l’ona plana, 
demostreu que la polarització P

 del medi pot expressar-se com EP

 0 , on la susceptibilitat elèctrica 
complexa  és una matriu 3x3 de la forma: 














33
1112
1211
00
0
0
i
i
 . 
Obteniu una expressió per als coeficients 11, 12 i 33. 
c) Considereu ara que l’ona plana que es propaga en el medi, ho fa en la direcció de l’eix Z. A partir de 
l’equació d’ones inhomogènia, demostreu que en aquest cas l’ona plana està necessàriament polaritzada 
circularment. Obteniu l’índex de refracció del medi per al cas en què la polarització de l’ona siga 
dextrogira o levogira. 
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PROBLEMES D’OPTICA I 
Butlletí 4 
P4.1. Comproveu que els angles azimutals de les components transmesa T i reflectida R satisfan les 
equacions: 
  ITIT  tancostan                
 
  ITI
TI
R 


 tan
cos
cos
tan  
sent I i T els angles d’incidència i refracció i I l’angle azimutal de la radiació incident. Demostreu que 
en la reflexió el camp elèctric s’allunya del pla d’incidència i que en la refracció s’hi acosta. 
P4.2. Un feix pla de llum monocromàtica linealment polaritzada és desviat per 
un romboedre de reflexió total d’índex n = 1.554, com s’indica en la figura. 
Descriviu l’efecte del dispositiu sobre cada una de les components del camp. 
Obteniu la matriu de Jones que caracteritza el dispositiu. Finalment, si el pla 
de vibració de la llum incident forma un angle de 45º amb el pla d’incidència, 
descriviu amb detall l’estat de polarització de la radiació que emergeix del 
romboedre. 
P4.3. Un raig de llum natural cuasimonocromàtica incideix, amb angle , 
sobre una esfera dielèctrica homogènia d’índex de refracció n submergida en aire, i pateix una única 
reflexió parcial en el seu interior abans d’emergir d’aquesta. Obteniu una expressió per al grau de 
polarització V del raig emergent en funció dels angles d’incidència  i refracció ´. Finalment, calculeu 
l’angle d’incidència per al qual el raig de llum emergent està totalment polaritzat en el cas d’una esfera 
d’aigua (n = 4/3). Raoneu la resposta. 
P4.4. Representeu gràficament la dependència de la reflectància i el desfasament amb l’angle 
d’incidència sobre una superfície plana en el cas d’una ona monocromàtica de longitud d’ona  = 500nm 
que es propaga en el espai lliure i incideix sobre plata (n = 0.05 – i 2.87). 
P4.5. Considereu un camp elèctric de la forma 
  tiikztiikz eBeAtrE  

,  
a) Deriveu l’expressió del camp magnètic H. 
b) Considerant que el medi es transparent (k és real), mostreu que la potència transmesa al llarg de l’eix 
OZ es pot escriure com 



 


22
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k
Sz
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c) Deriveu el flux de potència al llarg de l’eix OZ en un medi dissipatiu amb una k complexa. Mostreu 
que la potència no és la suma algebraica de la potència transportada per les ones individuals. 
n = 1.554p/4
p/4
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P4.6. Un feix de llum circularment polaritzada incideix, des de l’aire, amb un angle de 45º sobre una 
làmina de vidre d’índex de refracció 1.5. Descriviu l’estat de polarització del feix reflectit i refractat. 
Repetiu el procés per a un angle d’incidència de 65º. 
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TREBALLS TUTELATS D’ÒPTICA I 
Butlletí 1 
TT1.1. Un tub cilíndric té un diàmetre interior de 5 cm i una longitud d’un metre. La seua superfície 
interior és reflectora en els primers 89 cm i absorbent en la resta. En l’extremitat absorbent del tub es 
col·loca un diafragma proveït d'un orifici molt menut, centrat respecte a l’eix del cilindre. En l’altre 
extrem es col·loca un altre diafragma idèntic darrere del qual se situa una font lluminosa. Determineu la 
inclinació respecte a l’eix amb què emergeixen del tub els raigs de llum. Descriviu l’aspecte del camp 
observat quan es mira a través del tub. 
TT1.2. Considereu un brillant amb la talla de la figura. Suposant una 
il·luminació paral·lela i normal a la cara superior, calculeu els valors 
de  que permeten que la llum, després de patir dues reflexions 
internes, isca del brillant per aquesta mateixa cara (per a un primer 
càlcul no s’ha de considerar la influència del rebaixat del cantell). 
TT1.3. Considereu una guia corbada de secció rectangular com la de la figura. Tenint en compte que, 
segons una descripció purament geomètrica, la llum es propaga en 
l’interior de una guia per reflexió total. 
a) Demostreu que és suficient que el raig 1 complisca la condició 
de propagació perquè tot el feix es propague al llarg de la guia.  
b) Obteniu el radi mínim que pot tindre aquesta guia per a evitar 
que la llum deixe de propagar-s’hi a través. 
TT1.4. Des d’un punt de la superfície terrestre, O, on l’índex de refracció de l’aire és n0, es mesura 
l’angle zenital d’un estel, es a dir, l’angle que forma la direcció en què es veu l’estel amb la vertical del 
punt d’observació. A causa de la variació de l’índex de l’aire amb l’altura, hi ha una lleu diferència 
O  entre l’ángle zenital real, , i l’observat, 0. Determineu l’equació de les trajectòries que 
passen per O si l’índex de refracció de l’atmosfera ve donat per l’equació   bznzn O 
22 , on b és una 
constant. A més, obtingueu l’expresió de  en funció de 0. 
TT1.5. Un raig de llum incideix sobre un medi inhomogeni estratificat en forma de làmina de cares 
paral·leles de grossor d, l’índex de refracció del qual varia d’acord amb l’expresió  
  






L
y
dyn 21
2
3
02  
on L és una constant amb unitats de longitud. Se suposa que la làmina es troba entre aire i un medi 
d’índex de refracció n0. El raig incident es mou en l’aire  0y  i, després de travessar la làmina, n’ix 
amb un determinat angle r . 
a) Quines condicions han de satisfer n0 i d perquè el raig emergent siga paral·lel a l’incident, ri  ?  
b) En el cas que es satisfacen les condicions de l’apartat anterior, calculeu el desplaçament  produït 
sobre el raig incident a causa de la presència de la làmina suposant que l’angle d’incidència 3i . 
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TT1.6. Un sistema de comunicacions làser està format per un emissor i un receptor, ambdós situats en 
torres d’una altura myO 10  sobre el nivell de terra i separades una distancia kmd 20 . L’aire proper 
a la superfície té un índex de refracció que varia en funció de l’altura com    kynyn  121
2  per a 
my 400  i   1400  myn , on 002.11 n  i 
161097.9  mk . 
a) Trobeu els possibles angles d’eixida del feix làser respecte a l’horitzontal perquè aquest incidisca 
sobre el receptor. 
b) Per a les solucions de l’apartat a, calculeu l’altura màxima sobre el nivell del sòl que aconsegueix el 
feix làser. 
TT1.7. Considereu la lent de Luneburg, que consisteix en una bola de radi a submergida en un medi 
d’índex de refracció 
0n . Aquesta bola està construïda amb un material isòtrop estratificat de simetria 
radial, l’índex de refracció del qual té la forma    20 2 arnrn   per a r ≤ a. Determineu la 
trajectòria dels raigs que es propaguen dins la lent de Luneburg, i demostreu que formen el·lipses 
coplanàries amb l’origen de coordenades r = 0. A més, comproveu que un feix de raigs paral·lels que 
incideixen sobre la lent es focalitzen en un únic punt de la superfície de la lent.  
TT1.8. La fórmula de Jacobi-Anger  
 


 
m
im
m
miz ezJie cos  
representa el desenvolupament d’una ona plana entorn d’una superposició d’ones cilíndriques. 
a) Utilitzant la fórmula de Jacobi-Anger, demostreu que la funció de Bessel de primera classe es pot 
expressar com a 
   






2
0
cos
2
de
i
xJ nxi
n
n
  
   




0
sincos
1
dxnxJn  
b) Utilitzeu el resultat anterior per a justificar per què la funció de Bessel de primera classe representa 
una ona estacionària. 
TT1.9. Demostreu que l’equació diferencial  
    01
1 22 






nnr
dr
df
r
dr
d
f
 
resultat de resoldre l’equació d’ones utilitzant separació de variables en coordenades esfèriques, es pot 
convertir en l’equació diferencial ordinària de Bessel mitjançant la transformació 
   
  21r
rZ
rf


  
TT1.10. Utilitzant la solució de l’equació d’ones en coordenades esfèriques, demostreu que el camp 
d’una ona esfèrica divergent s’atenua en allunyar-se de l’origen O amb una dependència que és 
inversament proporcional a la distància recorreguda des del punt O.  
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TT1.11. Considereu el camp electromagnètic linealment polaritzat  
   trkieEtrE 

0,
 
   trkieHtrH 

0,  
on yEE y ˆ00 

, corresponent a una ona plana que es propaga en un dielèctric transparent. Suposeu també 
que   0Im xk  
a) Avalueu el vector de Poynting. 
b) Considereu la superposició de dues ones planes linealment polaritzades. Avalueu de nou el vector de 
Poynting. 
c) Trobeu la component z del vector de Poynting considerant que yy EE 21  . 
d) Avalueu la divergència del vector de Poynting obtingut en l’apartat b. 
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TREBALLS TUTELTAS D’OPTICA I 
Butlletí 2 
TT2.1. El camp magnètic d'una ona plana uniforme que es propaga en el buit és 
     iky4i
0
0 ezˆe2ixˆi1
E
rH 



, 
 6.376000  
on E0 es una contant real i 0 la impedància intrínseca del buit. 
a) Determineu la direcció i sentit de propagació de l’ona. Si la freqüència és =500 THz. Quant valen la 
longitud d’ona i el nombre d’ona? 
b) Escriviu l’expressió del camp elèctric. 
c) Determineu el tipus de polarització i el sentit de gir dels camps. 
d) Escriviu l’expressió del vector de Poynting. 
TT2.2. Determineu la matriu de Jones de i) una làmina de quart d’ona d’eix ràpid vertical, i ii) una 
làmina de quart d’ona d’eix ràpid horitzontal. A continuació, representeu el vector camp elèctric d’un 
estat lineal incident sobre una làmina de quart d’ona que forma un angle de 30º amb l’eix ràpid d’esta. 
Descriviu amb detall l’estat de polarització de l’ona emergent. 
TT2.3. Considereu un feix de llum polaritzada el·lípticament d’intensitat I0 que incideix normalment 
sobre un polaritzador lineal giratori. Calculeu com varia la intensitat I emergent del sistema, en funció 
de l’angle que forma el polaritzador amb l’eix X. Passa aquesta intensitat per un valor màxim o mínim? 
TT2.4. Siga un dispositiu òptic format per una làmina de quart d’ona, els eixos ràpid i lent del qual 
coincideixen, respectivament, amb els eixos OX i OY del sistema d’eixos cartesians de referència, 
seguida d’un polaritzador lineal l’eix de transmissió del qual forma un angle  amb l’eix OX. 
Determineu els valors i vectors propis de la configuració i especifiqueu detalladament els tipus de llum 
que representen. Raoneu per què aquestes llums són pròpies del sistema en qüestió.  
En una segona part, resoleu les mateixes qüestions que en el paràgraf anterior per a una configuració 
semblant en què el polaritzador lineal haja sigut girat 90º respecte de la seua posició original. 
Reconeixeu que cada un dels nous vectors propis és ortogonal a un dels de la primera situació. 
TT2.5. Analitzeu l’actuació del dispositiu descrit en l’apartat anterior sobre i) llum el·líptica centrada, d’ 
el·lipticitat , i ii) sobre el seu estat ortogonal. 
Repetiu l’anàlisi quan s’afegeix a continuació una làmina retardadora idèntica a la primera però girada 
respecte a aquesta 90º. Compareu ambdós resultats. 
Finalment, particularitzeu els resultats anteriors al cas en què  = /4. 
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TT2.6. Es disposa d’una làmina de mitja ona amb les seues línies neutres girades un angle  respecte als 
eixos cartesians de referència. 
a) Avalueu l’efecte que produeix esta làmina sobre la llum polaritzada circularment, tant dextrogira com 
levogira. Interpreteu el resultat en termes de llums polaritzades elementals. 
b) La làmina anterior se situa entre dues làmines de quart d’ona. L’eix lent de cada una d’aquestes 
làmines forma un angle de 45º amb l’eix X. Analitzeu l’efecte que exerceix aquest dispositiu sobre una 
llum linealment polaritzada a 0º i a 90º. 
c) Comproveu que el dispositiu de l’apartat b es comporta com un retardador amb les seues línies 
neutres centrades. Trobeu el valor del desfasament que introdueix. 
d) A quin element equivaldria el dispositiu de l’apartat b si les dues làmines de quart d’ona tingueren els 
seus eixos lents coincidents amb l’eix X? 
TT2.7. Considereu el filtre de polarització dissenyat per Lyot i Öhman, que consisteix en un conjunt de 
làmines retardadores compreses entre polaritzadors lineals amb els seus eixos de transmissió paral·lels. 
El retard de les làmines segueix una progressió geomètrica, és a dir, , 2, 4, 8, … Totes les làmines 
tenen les seues línies neutres orientades a 45º respecte dels eixos de transmissió dels polaritzadors. 
a) Trobeu la matriu de Jones d’un sistema compost per N làmines retardadores (i N + 1 polaritzadors). 
b) Demostreu que si incideix llum natural amb una intensitat I0, la intensitat emergent d’aquest sistema 
es pot escriure com: 
 
  0212
12
2sin2
2sin
II
N
N
out





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TT3.1. La conductivitat d’un material es descriu mitjançant la llei d’Ohm, EJ

 . Utilitzant l’equació 
rJ 

 , on Ne  és la densitat de càrregues i dtrdr
  ,  
a) Identifiqueu la conductivitat  del medi.  
b) Demostreu que  0 i  és essencialment la susceptibilitat  del medi. 
c) Com que en un metall les càrregues de conducció no estan lligades, podem considerar 00  , que és 
l’anomenat model de Drude. Trobeu la conductivitat nominal (és a dir, en el límit 0 ) i la 
freqüència de plasma per al coure, el qual té una densitat de 
36 mgr109.8   i un pes atòmic de 
molgr54.63 . A més considereu que  = 2.05×1013 rad/s. En aquest cas, suposeu un electró de 
conducció per àtom i recordeu que el nombre d’Avogadro és molàtom106
23 .  
TT3.2. Demostreu que l’índex de refracció d’una mescla de gasos val: 
    
i
iinfn  , 
on  in  és l’índex de refracció de cada un dels gasos i fi la seua concentració fraccional molecular 
(nombre de molècules del gas i dividit pel nombre total de molècules).  
Com a aplicació, trobeu l’índex de refracció de l’aire per a nm589  a partir dels valors 
000272.1
2
On  i 000297.12 Nn  corresponents respectivament a l’oxigen i al nitrogen. (Considereu 
l’aire com una mescla d’aquests dos gasos amb proporcions respectives del 25% i el 75%). 
TT3.3. La susceptibilitat d’un medi és definida a través de EENP local

 0 , on E

 és el camp 
elèctric macroscòpic. El camp local, és a dir, el camp elèctric actuant sobre l’àtom, està donat per 
  PEElocal

1
03

 . Demostreu que 








23
3
22
0
2
0 i
N p
 , 
segons la teoria de Lorentz, que s’anomena relació de Clausius-Mossotti. A continuació, obteniu la 
relació de Lorentz-Lorentz mitjançant l’equació 1
2  n . 
TT3.4. Comproveu que la fórmula de Lorentz-Lorenz satisfà, amb les aproximacions oportunes que cal 
establir, la fórmula de Cauchy per a l’índex de refracció de gasos: 
  







2
11
B
An  , 
on A i B són constants a determinar. 
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TT3.5. A partir de l’expressió donada pel model clàssic per a la relació de dispersió, trobeu la fórmula 
semiempírica de Sellmeier: 
  


i i
iCAn
22
2
 , 
vàlida per a medis transparents en les regions espectrals allunyades de les longituds d’ona de 
ressonància i. 
Com a aplicació, considereu en la regió visible el cas del CaF2, del qual es coneix l’existència de dues 
longituds d’ona de ressonància nm2.941   i nm350002  . La primera d’aquestes està associada a 
una transició electrònica, mentre que la segona correspon a una transició entre estats de vibració d’ions 
F
-
 en la molècula. Trobeu el valor de les constants de la fórmula de Sellmeier en aquest cas. (Ajuda: 
eF mm 3470 , on me és la massa de l’electró). 
TT3.6. Considereu el següent índex de refracció apropiat per a un medi amb freqüència de ressonància 
0 i constant de relaxació  [Phys. Rev. A 1 (1970) 305]: 
 
 

 
i
nn
p
0
0
 , on 
 np  
En l’equació anterior, n∞ és l’índex de refracció lluny de la freqüència de ressonància i p>0 per a un 
medi dissipatiu.  
a) Avalueu la velocitat de fase i la velocitat de grup d’un pols l’ample espectral 1/del qual és molt 
menor que la constant de relaxació, és a dir,  >> 1. 
b) Particularitzeu estes expressions quan la freqüència central del pols coincideix amb la freqüència de 
ressonància 0 del medi, i trobeu els valors de p per als quals la velocitat de grup pot ser superlumínica 
i inclús negativa. 
c) Finalment, trobeu la condició que ha de complir el paràmetre p perquè la distància de penetració 
   10 Im

 nkd  siga molt major que la longitud d’ona 0 en el buit. 
TT3.7. És ben conegut que en un dielèctric perfecte, el camp elèctric i magnètic oscil·len en fase. 
Considereu ara una ona plana monocromàtica que es propaga en un medi metàl·lic amb una 
conductivitat 0 . Trobeu el desfasament del vector camp magnètic respecte al vector camp elèctric, i 
demostreu que si 1  es compleix que º45 . 
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TREBALLS TUTELATS D’OPTICA I 
Butlletí 4 
TT4.1. Una ona plana homogènia de freqüència =500THz té un camp 
elèctric que s’escriu de la forma: 
    rkieyˆizˆxˆErE
 







2
55
220  
Considereu que aquesta ona es propaga en un medi d’índex de refracció 
n1=2 i incideix obliquament sobre una superfície que separa este medi de 
l’espai buit (n2=1) tal com es mostra en la figura adjunta. 
 
a) Obteniu el valor dels angles d’incidència i de refracció. A més, escriviu les expressions dels vectors 
d’ona de les ones incident, reflectida, i transmesa. 
b) Identifiqueu el tipus de polarització de l’ona incident. 
c) Obteniu el camp elèctric de l’ona reflectida i transmesa. A més, identifiqueu el tipus de polarització 
d’estes ones.  
TT4.2. Comproveu que l’angle límit és sempre major que l’angle de Brewster. Trobeu aquests angles 
per a dos medis d’índex de refracció 1.33 i 1.75. 
TT4.3. Un raig de llum incideix sobre una superfície de separació aire-vidre de manera que l’angle 
d’incidència i té un valor doble que l’angle de refracció r. En estes condicions el factor de reflexió R┴ 
val 0.411.  
a) Determineu l’índex de refracció n del vidre respecte l’aire i els angles i i r. 
b) Si en compte d’estar en contacte amb l’aire, el dit vidre es troba en contacte amb l’aigua (índex de 
refracció na= 1.33 respecte a l’aire) i el raig de llum incideix amb el mateix angle i sobre la superfície de 
separació d’ambdós medis, determineu el nou angle de refracció r´ i els factors de reflexió R|| i R┴ en els 
dos casos següents: 
 El raig incideix des de l’aigua amb l’angle d’incidència i. 
 El raig incideix des del vidre també amb l’angle d’incidència i. 
c) Demostreu que per a la superfície de separació aigua-vidre no pot obtenir-se cap angle d’incidència 
que valga el doble que l’angle de refracció. 
TT4.4. Es disposa d’una làmina planoparal·lela de grossària h i índex n=1.554, submergida en aire, amb 
una de les seues cares tallada a 45º. Un raig de llum 
circularment polaritzat levogir incideix normalment sobre 
aquesta cara d’entrada i es propaga en el seu interior, tal com 
mostra la figura. Determineu l’estat de polarització del raig en 
n = 1.554p/4
z
n
1
=2 n
2
=1
x
zyk
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l’interior de la làmina en funció de la coordenada z.  
TT4.5. Quina ha de ser l’altura angular del sol sobre l’horitzó perquè la llum reflectida per una 
superfície d’aigua (n’=4/3) estiga totalment polaritzada? Quan el sol aconsegueix esta altura, se 
submergeix un bloc de vidre, d’índex n=1.6, la superfície plana del qual forma un angle  amb 
l’horitzontal. Determineu  perquè el feix reflectit pel bloc estiga també totalment polaritzat. ¿Pot 
emergir de l’aigua este feix?   
TT4.6. Siga un prisma òptic d’índex de refracció n i angle de 
refringència  que es troba immers en aire. A més, un feix de 
llum natural incideix sobre la primera cara del prisma amb un 
angle 1, el qual coincideix amb l’angle de Brewster, tal com 
indica la figura adjunta. 
a) Deduïu la condició que han de complir n i  perquè el raig que es refracta en la primera cara i es 
propaga dins del prisma, incidisca sobre la segona cara també amb un angle de Brewster. 
b) Per a un prisma que compleix la hipòtesi anterior, calculeu el grau de polarització de la llum 
emergent. 
c) Com a aplicació numèrica, particularitzeu els resultats anteriors per a un prisma d’índex de refracció 
n=√3. 
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• E
ls raig
s d
e llu
m
 s'h
an
 d
efin
it co
m
 les trajectò
ries 
o
rto
g
o
n
als als fro
n
ts d
'o
n
a S
(x,y,z)=
co
n
stan
t. S
i r és u
n
 v
ecto
r 
d
e p
o
sició
 d
'u
n
 p
u
n
t típ
ic en
 u
n
 raig
 i s la lo
n
g
itu
d
 d
el raig
 
m
esu
rat d
es d
'u
n
 p
u
n
t fix
 en
 aq
u
est, llav
o
rs 
   •  A
q
u
esta eq
u
ació
 esp
ecifica els raig
s p
er m
itjà d
e la fu
n
ció
 
S
, p
erò
 se’n
 p
o
t d
eriv
ar fàcilm
en
t u
n
a eq
u
ació
 d
iferen
cial q
u
è 
esp
ecifiq
u
e els raig
s d
irectam
en
t en
 term
es d
e la fu
n
ció
 
d
'ín
d
ex
 d
e refracció
 n
(r). 
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• L
a fo
rm
a v
ecto
rial d
e les eq
u
acio
n
s d
iferen
cials d
els raig
s 
d
e llu
m
 és 
   • E
n
 p
articu
lar, en
 u
n
 m
ed
i h
o
m
o
g
en
i n
=
co
n
stan
t i aq
u
esta 
eq
u
ació
 es red
u
eix
 a 
   Aq
u
esta és u
n
a eq
u
ació
 v
ecto
rial d
'u
n
a lín
ia recta en
 la 
d
irecció
 d
el v
ecto
r a
, q
u
e p
assa p
el p
u
n
t r=
b
. P
er tan
t, en
 u
n
 
m
ed
i h
o
m
o
g
en
i els raig
s d
e llu
m
 ten
en
 la fo
rm
a d
e lín
ies 
rectes. 
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• C
o
m
 u
n
 ex
em
p
le d
'u
n
 cert in
terès, ara co
n
sid
erarem
 els 
raig
s en
 ​​u
n
 m
itjà q
u
e té sim
etria esfèrica, és a d
ir, o
n
 l'ín
d
ex
 
d
e refracció
 d
ep
èn
 ú
n
icam
en
t d
e la d
istàn
cia r d
es d
'u
n
 p
u
n
t 
fix
 O
. 
• A
q
u
est és el cas d
e l'atm
o
sfera terrestre q
u
an
 la cu
rv
atu
ra 
d
e la terra es té en
 co
m
p
te. 
• T
o
ts els raig
s só
n
 co
rb
es p
lan
es, situ
ad
es en
 u
n
 p
la q
u
e 
p
assa p
er l'o
rig
en
.  
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• A
tès q
u
e r sin
 
 rep
resen
ta la d
istàn
cia d
 p
erp
en
d
icu
lar d
es 
d
e l'o
rig
en
 a la tan
g
en
t, aq
u
esta eq
u
ació
 tam
b
é es p
o
t escriu
re 
co
m
 
 • A
q
u
esta relació
 es d
en
o
m
in
a la fó
rm
u
la d
e B
o
u
g
u
er i és 
l'an
àleg
 d
e la fó
rm
u
la b
en
 co
n
eg
u
d
a en
 d
in
àm
ica q
u
e 
ex
p
ressa la co
n
serv
ació
 d
el m
o
m
en
t an
g
u
lar d
'u
n
a p
artícu
la 
q
u
e es m
o
u
 so
ta l'acció
 d
'u
n
a fo
rça cen
tral. 
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• P
er o
b
ten
ir u
n
a ex
p
ressió
 ex
p
lícita p
er als raig
s en
 ​​u
n
 m
ed
i 
estratificat d
e sim
etria esfèrica, reco
rd
em
 q
u
e: 
       • L
'eq
u
ació
 d
els raig
s en
 ​​u
n
 m
ed
i am
b
 sim
etria esfèrica, p
er 
tan
t, es p
o
t escriu
re en
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rm
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d
r
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


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d
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sd
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
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• U
n
 ex
em
p
le sen
zill i in
teressan
t és el co
n
eg
u
t co
m
 l’u
ll d
e 
p
eix
, p
resen
tat p
er u
n
 m
ed
i am
b
 l'ín
d
ex
 d
e refracció
 
   • R
eso
lem
 les eq
u
acio
n
s d
els raig
s. 
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• P
o
t d
em
o
strar-se q
u
e  
          • L
'eq
u
ació
 p
o
lar d
els raig
s és 
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• L
a fam
ília d
el p
aràm
etre 
 d
els raig
s a trav
és d
'u
n
 p
u
n
t fix
 
P
0
 (r
0 ,
0 ) v
e d
o
n
at p
er 






 



 
0
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2
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sin
r
a
r
r
a
r
• T
o
ts els raig
s p
ro
ced
en
ts d
'u
n
 p
u
n
t 
arb
itrari P
0  es reu
n
eix
en
 en
 u
n
 p
u
n
t 
P
1 (r
1 ,
1 ) en
 la lín
ia q
u
e u
n
eix
 P
0  a O
:  
    • C
ad
a raig
 in
terseca el cercle r=
a
 en
 
p
u
n
ts d
iam
etralm
en
t o
p
o
sats. 
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• P
er o
b
ten
ir l'eq
u
ació
 d
els raig
s en
 ​​co
o
rd
en
ad
es cartesian
es, 
p
o
sem
: 
         • C
o
n
clu
sió
: C
a
d
a
 ra
ig
 és u
n
 cercle. 
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P
1
.6
. C
o
n
sid
ereu
 u
n
 m
ed
i isò
tro
p
 caracteritzat ò
p
ticam
en
t p
er 
u
n
 ín
d
ex
 d
e la fo
rm
a                              . D
eterm
in
eu
 el tem
p
s 
q
u
e em
p
ra u
n
 raig
 llu
m
in
ó
s a an
ar d
e A
(0
, 0
) a C
(L
, 2
L
) en
 els 
caso
s seg
ü
en
ts: 
a
) S
i v
a p
rim
er d
e A
 a B
(L
, L
) i d
esp
rés d
e B
 a C
, am
b
d
ó
s 
reco
rreg
u
ts en
 lín
ia recta. 
b
) S
i v
a d
e A
 a C
 en
 lín
ia recta. 
c) S
i realitza el reco
rreg
u
t al llarg
 d
e la co
rb
a co
n
tin
g
u
d
a en
 el 
p
la z =
 0
 (p
er a                ) 
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P
rim
er estu
d
iem
 la trajectò
ria q
u
e p
ren
d
ria el raig
 p
er an
ar  
d
e A
(0
, 0
) a C
(L
, 2
L
). 
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a
) S
i v
a p
rim
er d
e A
 a B
(L
, L
) i d
esp
rés d
e B
 a C
, am
b
d
ó
s 
reco
rreg
u
ts en
 lín
ia recta. 
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b
) S
i v
a d
e A
 a C
 en
 lín
ia recta. 
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c) S
i realitza el reco
rreg
u
t al llarg
 d
e la co
rb
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i realitza el reco
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 d
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p
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p
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m
en
o
r p
er a la 
trajectò
ria 
p
arab
ò
lica. 
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1
.7
. D
eterm
in
eu
 l’eq
u
ació
 d
e la su
p
erfície reflecto
ra q
u
e 
fo
calitza estig
m
àticam
en
t u
n
 feix
 d
e raig
s p
aral·lels en
 u
n
 
p
u
n
t situ
at a u
n
a d
istàn
cia d
 d
el v
èrtex
 d
e la su
p
erfície. 
R
eso
leu
 el p
ro
b
lem
a ap
lican
t: 
a
) la llei d
e la reflex
ió
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r d
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is d
el sistem
a. 






*
*
exp
exp
L
L
i
R
R
i
M






P
ro
b
lem
es  
C
. Z
A
P
A
T
A
 
P
2
 
P
2
.4
. H
i h
a su
b
stàn
cies q
u
e ab
so
rb
eix
en
 d
e fo
rm
a d
iferen
t la 
llu
m
 p
o
laritzad
a circu
larm
en
t d
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 d
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e la q
u
al és 1
0
1
2 m
-3. E
n
 la 
d
irecció
 d
e p
ro
p
ag
ació
 s’ap
lica u
n
 cam
p
 m
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 d
e p
ro
p
ag
ació
. 
       E
n
 la io
n
o
sfera, la rad
iació
 d
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u
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n
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o
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v
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r d
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laçam
en
t D
 i el cam
p
 elèctric E
,  
   o
n
 
   és la tran
sfo
rm
ad
a d
e F
o
u
rier d
e la su
scep
tib
ilitat 
característica 
 d
el m
ed
i. A
 m
és, el p
rin
cip
i d
e cau
salitat 
req
u
ereix
 q
u
e D
(t) en
 u
n
 d
eterm
in
at in
stan
t t d
ep
en
g
a d
el 
cam
p
 E
(t) en
 tem
p
s an
terio
rs i, p
er tan
t, G
(t)=
0
 si t <
 0
. 
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em
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o
d
el d
e L
o
ren
tz p
er a 
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S
o
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cio
n
s d
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u
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T
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alls tu
telats 
T
T
1
.1
. U
n
 tu
b
 cilín
d
ric té u
n
 d
iàm
etre in
terio
r d
e 5
 cm
 i u
n
a 
lo
n
g
itu
d
 d
’u
n
 m
etre. L
a seu
a su
p
erfície in
terio
r és reflecto
ra 
en
 els p
rim
ers 8
9
 cm
 i ab
so
rb
en
t en
 la resta. E
n
 l’ex
trem
itat 
ab
so
rb
en
t d
el tu
b
 es co
l·lo
ca u
n
 d
iafrag
m
a p
ro
v
eït d
'u
n
 o
rifici 
m
o
lt m
en
u
t, cen
trat resp
ecte a l’eix
 d
el cilin
d
re. E
n
 l’altre 
ex
trem
 es co
l·lo
ca u
n
 altre d
iafrag
m
a id
èn
tic d
arrere d
el q
u
al 
se situ
a u
n
a fo
n
t llu
m
in
o
sa.  
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alls tu
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D
eterm
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 la in
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ació
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ecte a l’eix
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b
 q
u
è 
em
erg
eix
en
 d
el tu
b
 els raig
s d
e llu
m
. D
escriv
iu
 l’asp
ecte d
el 
cam
p
 o
b
serv
at q
u
an
 es m
ira a trav
és d
el tu
b
. 
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
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n
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L d
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T
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alls tu
telats 
Q
ü
estio
n
s:  
a
) Q
u
è su
cceeix
 si to
ta la su
p
erfície in
terio
r d
el tu
b
 és 
reflecto
r?  
b
) C
o
m
 és el cam
p
 o
b
serv
at si el d
iafrag
m
a d
'eix
id
a és 
circu
lar d
e d
iàm
etre n
o
 n
eg
lig
ib
le?
 
E
l cam
p
 o
b
serv
at co
n
sisteix
 en
 
u
n
 p
u
n
t cen
tral i 4
 an
ells. 
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. C
o
n
sid
ereu
 u
n
 b
rillan
t am
b
 la talla d
e la fig
u
ra. 
S
u
p
o
san
t u
n
a il·lu
m
in
ació
 p
aral·lela i n
o
rm
al a la cara 
su
p
erio
r, calcu
leu
 els v
alo
rs d
e a
 q
u
e p
erm
eten
 q
u
e la llu
m
, 
d
esp
rés d
e p
atir d
u
es reflex
io
n
s in
tern
es, isca d
el b
rillan
t p
er 
aq
u
esta m
ateix
a cara (p
er a u
n
 p
rim
er càlcu
l n
o
 s’h
a d
e 
co
n
sid
erar la in
flu
èn
cia d
el reb
aix
 d
el can
tell). 
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 d
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H
em
 d
e fer co
m
p
lir la co
n
d
ició
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u
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e 
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d
ició
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u
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C
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sió
: L
a co
n
d
ició
 d
'em
erg
èn
cia 
d
o
m
in
a so
b
re la resta. 
 Q
ü
estió
: Q
u
in
a és la raó
 d
e tallar el 
d
iam
an
t i p
ro
d
u
ir-li reb
aix
o
s laterals? 
T
reb
alls tu
telats 
T
T
1
 
C
. Z
A
P
A
T
A
 
T
T
1
.3
. C
o
n
sid
ereu
 u
n
a g
u
ia co
rb
ad
a d
e secció
 rectan
g
u
lar 
co
m
 la d
e la fig
u
ra. T
en
in
t en
 co
m
p
te q
u
e, seg
o
n
s u
n
a 
d
escrip
ció
 p
u
ram
en
t g
eo
m
ètrica, la llu
m
 es p
ro
p
ag
a en
 
l’in
terio
r d
e u
n
a g
u
ia p
er reflex
ió
 to
tal. 
a
) D
em
o
streu
 q
u
e és su
ficien
t q
u
e el raig
 1
 co
m
p
lisca la 
co
n
d
ició
 d
e p
ro
p
ag
ació
 p
erq
u
è to
t el feix
 es p
ro
p
ag
u
e al llarg
 
d
e la g
u
ia. 
T
reb
alls tu
telats 
T
T
1
 
C
. Z
A
P
A
T
A
 
a
) D
em
o
streu
 q
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m
p
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co
n
d
ició
 d
e p
ro
p
ag
ació
 p
erq
u
è to
t el feix
 es p
ro
p
ag
u
e al llarg
 
d
e la g
u
ia. 
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b
) O
b
ten
iu
 el rad
i m
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 q
u
e p
o
t ten
ir aq
u
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u
ia p
er a 
ev
itar q
u
e la llu
m
 d
eix
e d
e p
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p
ag
ar-s’h
i a trav
és. 
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u
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n
 raig
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cid
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b
re la cara ex
terio
r 
am
b
 u
n
 an
g
le 
, d
esp
rés d
e reflectir-s’h
i, to
rn
a a in
cid
ir en
 u
n
 altre 
p
u
n
t d
‘aq
u
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ateix
a cara am
b
 el m
ateix
 an
g
le 
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’u
n
 p
u
n
t d
e la su
p
erfície terrestre, O
, o
n
 l’ín
d
ex
 
d
e refracció
 d
e l’aire és n
0 , es m
esu
ra l’an
g
le zen
ital d
’u
n
 
estel, és a d
ir, l’an
g
le q
u
e fo
rm
a la d
irecció
 en
 q
u
è es v
eu
 
l’estel am
b
 la v
ertical d
el p
u
n
t d
’o
b
serv
ació
. A
 cau
sa d
e la 
v
ariació
 d
e l’ín
d
ex
 d
e l’aire am
b
 l’altu
ra, h
i h
a u
n
a lleu
 
d
iferèn
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 =
  –
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0  en
tre l’an
g
le zen
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b
serv
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
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in
eu
 l’eq
u
ació
 d
e les trajectò
ries q
u
e p
assen
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er O
 
si l’ín
d
ex
 d
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 d
e l’atm
o
sfera v
e d
o
n
at p
er l’eq
u
ació
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  o
n
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n
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n
stan
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n
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e 
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la d
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b
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n
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p
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n
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n
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 d
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n
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n
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d
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u
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 d
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 d
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 d
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iu
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s d
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u
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s d
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s d
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e l’an
g
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it és sem
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u
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g
le d
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rew
ster.  
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g
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 =
 1
.3
3
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 =
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, sen
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e refracció
 r. E
n
 aq
u
estes 
co
n
d
icio
n
s el facto
r d
e reflex
ió
 R
┴
 v
al 0
.4
1
1
.  
a
) D
eterm
in
eu
 l’ín
d
ex
 d
e refracció
 n
 d
el v
id
re resp
ecte d
e 
l’aire i els an
g
les i i r. 








4
1
1
.
0
3
sin sin
sin
sin
2 2
2
2 2
2




 





r r
r
i
r
i
r
R
r
i
º
8
7
.
3
6
º
7
4
.
7
3
 
r i
6
0
0
.
1
sin
sin



n
r
n
i
T
reb
alls tu
telats  
T
T
4
 
C
. Z
A
P
A
T
A
 
b
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 co
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 d
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